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基于辅助阵元的非圆信号自校正算法及其性能分析 

尹洁昕，吴瑛，王鼎 
(解放军信息工程大学 信息系统工程学院，河南 郑州 450002) 

摘  要：针对非圆信号空间谱测向中方位依赖幅相误差的校正问题，基于辅助阵元自校正算法(ISM, instrumental 

sensor method)基本原理，提出一种改进的 ISM算法：NC-ISM算法。该算法通过利用最大非圆率信号的扩展数据

模型，提高了信号利用率，使其估计精度较一般的 ISM算法有明显提升，最大可分辨信源数也增加一倍。对该算

法的理论性能进行研究，证明了其参数估计的统计一致性，并采用一阶误差分析方法推导了辅助阵元模型误差影

响下参数估计的均方误差表达式，从而为工程应用提供理论支撑。仿真结果验证了理论推导的正确性，同时表明，

该算法较 ISM算法在辅助阵元模型误差与低信噪比下都有更强的顽健性。  
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Auto-calibration method and performance analysis for  
noncircular sources based on instrumental sensors 

YIN Jie-xin, WU Ying, WANG Ding  
(Communication Engineering College, PLA Information Engineering University, Zhengzhou 450002, China) 

Abstract: An improved direction-finding algorithm for noncircular sources was proposed in the presence of angularly 

dependent gain and phase errors, which is called NC-ISM based on the fundamental principle of ISM (instrumental sen-

sor method). Through the application of the extended data model of non-circular signals with maximum rate, the pro-

posed algorithm enhances the information utilization leading to advancement of estimation accuracy and twice the num-

ber of sources that can be distinguished. The performance study on NC-ISM proved the statistical consistency of the pa-

rameter estimation, and a theoretical derivation for the closed-form expression of the mean square error (MSE) of 

NC-ISM estimation was presented under the influence of modeling errors of instrumental sensors by the first-order 

analysis. Therefore, the analysis can provide theoretical support for practical applications. The simulation results not only 

verify the effectiveness of theoretical derivation, but also illustrate that NC-ISM is more robust than ISM with respect to 

signal-to-noise ratio as well as modeling errors. 

Key words: angularly dependent gain and phase error; ISM; noncircular signal; statistical consistency; modeling error of 

instrumental sensor 

 

1  引言 

空间谱估计侧重于研究空间多传感器阵列所

构成的处理系统对感兴趣的空间信号的多种参数

进行准确估计的能力，其主要目的是估计信号的空

域参数或波达方向[1] (DOA, direction-of-arrival)，也

就是空间谱测向。该测向体制可以大大改善空间信

号的角度估计精度、角度分辨力及其他相关参数精

度，因而在雷达、通信、声纳等众多领域的应用前

景广阔。非圆信号是现代通信系统中的常用信号，

常见的有 BPSK、AM、PAM和MASK等调制信号。

近年来，利用信号非圆特性提高空间谱测向性能的
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算法得到大量研究：GOUNON和 CHARGE等研究

了非圆(NC, non-circular)信号测向的 MUSIC 算法

(记为 NC-MUSIC 算法)及求根解法[2]；HAART 和

ROMER又将酉 ESPRIT算法用于非圆信号测向[3]；

文献[4]充分利用非圆信号的特点，提出基于扩展传

播算子的非圆信号测向方法，先对数据进行共轭扩

展，再利用传播算子方法测向。这些算法的分辨力

和测角精度都较之传统的MUSIC、ESPRIT等算法

有明显的提高。但是无论它们的理论性能多么好，

绝大多数在工程应用中的估计精度却难以达到其

理论水平，影响其精度的重要原因之一在于难以避

免的阵列误差，因此阵列误差校正是进一步提高谱

估计算法实际性能的关键技术之一。利用信号的非

圆特性，即椭圆协方差矩阵不为零，相当于增加可

利用信息，进而可以提升校正精度或者处理更多维

数的未知参量。目前将非圆特性应用到阵列误差校

正方法中的研究较少，文献[5]提出的非圆信号自校

正算法也仅针对与方位无关的阵元通道幅相误差，

且需要迭代运算，不能确保算法收敛。然而在实际

应用中却经常存在方位依赖的阵列误差：例如当阵

元不满足各向同性时，需要用方位依赖的幅相误差

进行建模，当阵列同时存在多种误差形式(如幅相

误差、位置误差以及互耦效应等)，它们对阵列的

综合影响也需要用一个方位依赖的幅相误差模型来

描述[1]。因此，针对非圆信号，建立校正方位依赖幅

相误差的数学模型及其参数估计方法值得研究。 

在阵列误差自校正方法中，文献[6,7]提出的辅助

阵元法——ISM(instrumental sensor method) 通过增

加已校准的辅助阵元，可在无需已知(预期)阵列误差

参数的条件下估计信源方位，基于信源方位的准确估

计又可对(预期)阵列误差进行精确校正，从而实现(预

期)阵列误差参数和信源方位的“去耦合”估计，这

种“去耦合”的自校正方法使该算法适用于校正方位

依赖的幅相误差。根据 ISM算法的基本思想，文献[8]

将辅助阵元用于ESPRIT算法，进一步减少了计算量，

但估计精度离最优估计存在一定差距；文献[9]又针对

确定信号模型条件下方位依赖幅相误差的自校正问

题，给出了一种基于辅助阵元的方位依赖幅相误差最

大似然自校正方法，该方法虽然能够进一步提升参数

估计精度，但却无法避免迭代。基于以上研究现状，

本文提出了一种NC-ISM算法，该算法能够校正方位

依赖的幅相误差，无需迭代或者多维搜索，并且通过

有效利用信号的非圆特征，较一般的 ISM算法[6～8]性

能有明显提升。 

此外，虽然 ISM算法无需任何阵列误差参数信

息，但是对误差模型有一定要求，然而实际工程中

辅助阵元往往也很难精确校正，其中难免会存在一

定的扰动或模型误差[10]：例如随机阵元位置误差和

阵元姿态误差[11]，文献[12]中提到的共形天线载体受

到飞行惯性和空气动力负载的相互作用发生共形表

面的变形以及机械振动导致单元位置扰动的时变性

等。这些都会给辅助阵元本身带来无法预测的阵列

模型误差，它们不仅无法被校正，反而会影响算法

的估计性能。因此本文又针对提出的 NC-ISM算法，

通过一阶误差分析方法，从理论上推导了辅助阵元

模型误差影响下该算法（也适用于一般 ISM算法）

对波达方向以及误差参数的估计均方误差表达式，

从而能够帮助定量获知模型误差对于算法的性能影

响，以便为实际应用提供理论依据。 

2  信号模型及 NC-ISM 算法 

2.1  存在方位依赖幅相误差的信号模型 

在空间谱估计中[1]，最常用的信号模型是远场

的窄带信号模型。假设信号源为 N个远场的窄带信

号，阵列天线由M 个阵元组成，阵元数与通道数相

等。当存在方位依赖的幅相误差时，M 个阵元在特

定时刻 t接收到的信号矢量表示为 

 ( ) ( ) ( )t t t= +x Bs n  (1) 

其中， ( )tx 为阵列的 1M × 维快拍数据矢量， ( )ts 为

空间信号源的 1N × 维快拍数据矢量， ( )tn 为阵列的

1M × 维快拍复圆高斯噪声矢量，与信号不相关。B
为误差阵列的M N× 维流型矩阵，具体表达为 

 
1 1 2 2

[ ( , ) , ( , ), , ( , )]

N N

θ θ θ=B b τ b τ b τ…  (2) 

其中， ( 1,2, , )

n

n Nθ = … 表示第 n个信号源的波达方

向参数， 1M

n

C

×∈τ 由M 个扰动阵元对第 n个信号源

的幅相误差参数构成。继而阵列流型矢量可以表示为 

 [ ]( , ) diag ( )

n n n n

θ θ=b τ τ a  (3) 

其中， 1,2, , ,n N= … [ ]diag · 表示由矢量中的元素构
成的对角矩阵， ( )

n

θa 为原始的阵列流型矢量，即

没有受到幅相误差影响。 
2.2  最大非圆率信号模型 

若随机信号 s与其任意旋转具有相同的一阶和

二阶统计特性，即 s具有旋转不变性，则称之为圆
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信号，反之为非圆信号[13]。直观来讲，若 s为圆性

复随机矢量，则有 [ ]E =s 0，协方差矩阵 H

E

  ≠
 

ss 0

而椭圆协方差矩阵 T

E

  =
 

ss 0

[14]，其中， [ ]H· 表示

矩阵或者矢量的共轭转置， [ ]T· 表示转置；若 s为

非圆信号，则有 H

E

  ≠
 

ss 0且 T

E

  ≠
 

ss 0。因此，

有关非圆信号的算法可以通过利用椭圆协方差矩

阵不为零的特点，成倍增加有效的采样点数，从而

提高信号的利用率。对于非圆信号 s，有 

 
2

2 j

E e E

φρ  

  =
 

 

s s  (4) 

其中， ρ为非圆信号的非圆率，取值为 0 1ρ≤ ≤ ，

φ为信号的非圆相角。若信号的非圆率 1ρ = ，则称

之为最大非圆率信号，常见的最大非圆率信号有

BPSK、AM、MASK等调制信号[15]。本文的算法将

针对最大非圆率信号进行研究，即所谓的狭义非圆

信号情况[16]。联合信源的非圆特性，将接收到的快

拍信号扩展为 

 
T

T H

( ) ( ), ( )t t t

 =
 

y x x  (5) 

其中， ( )tx 的表达见式(1)，其协方差矩阵写为 

 H H 2

E ( ) ( )

x s n M

t t σ = = +
 

R x x BR B I  (6) 

其中， 2

n

σ 为噪声功率，
s

R 为非圆信号源 ( )ts 的协

方差矩阵。对于最大非圆率信号，将式(4)代入 ( )tx

的椭圆协方差矩阵定义式，并令 1ρ = ，有 

 Te

x sφ=R BΛ R B  (7) 

其中， 1 2

jj j

diag e ,e , ,e

N

φφ φ
φ  =

 

Λ … 表示由 N个非圆

信号的初相组成的对角矩阵。 
因而扩展后信号 ( )ty 的协方差矩阵 R 可表达

为 

     H

*

,

E ( ) ( )

,

e

x x

e

x x

t t

∗

 
 = =   

  

R R

R y y

R R

 

 H 2

NC NC 2s n M

σ= +B R B I  (8) 

其中，
T

T H H

NC

, φ =
 

B B Λ B ，[ ]*· 表示矩阵或者矢量

的共轭。继而最大非圆率信号模型的流型矢量为 

 
NC

j

*

( , )

( )

( , )e

n

n n

n

n n

φ

θ
θ −

 
=  
 

b τ

b ψ

b τ

 (9) 

其中， 1,2, , ,n N= …
T

( )T ( )T

, , ,

r i

n n n n n

θ φ =
 

ψ τ τ 包含与

第 n个非圆信号源有关的未知实参量，其中， ( )r

n

τ 和

( )i

n

τ 分别表示
n

τ 的实部与虚部。 

根据式(5)与式(8)，无论以信号的快拍个数来

说，还是从信号的统计特性协方差矩阵的角度来

看，最大非圆率信号模型所利用的信息量都较之传

统的圆信号模型提升了一倍，即该扩展模型对信号

的利用率为圆信号模型的两倍。 
2.3  NC-ISM 算法 

对于任意几何结构的 K元阵列，使用 P个已校

准的辅助阵元与存在方位依赖幅相误差的 K 元阵
列构成一个 ( )M M K P= + 元阵列(阵元编号先辅助

阵元)。当以第一个辅助阵元为参考时，阵列的流型

矢量由式(3)变为 
T

T T

1 1 2

( , ) bdiag[ , ] ( ), ( ) , 1,2, ,

n n P n n n

n Nθ θ θ×  = =
 

b τ 1 τ a a …  

  (10) 

其中，bdiag[·]表示由矩阵或矢量作为对角元素构成的

块状对角矩阵， 1

1

( )

P

n

Cθ ×∈a 是由 ( )

n

θa 中P个已校准

的辅助阵元对应的元素构成， 1

2

( )

K

n

Cθ ×∈a 则是由

( )

n

θa 中存在阵列误差的K个阵元对应的元素构成。

将式(10)代入式(9)，得到此时第n个非圆信号的流型

矢量为 

 
NC

( ) ( )

n n n

θ=b ψ α δ  (11) 

其中， *

( ) bdiag ( ), ( )

n n n

θ θ θ =
 

α a a

〓 〓 ， ( )=

n

θa

〓  

1

1 2

( ) ,

, diag ( )

n P K

K n

θ

θ
×

×

 
 

    

a 0

0 a

只与入射角度有关，其表达与

圆信号相应的表达式相同(见文献[6])， T

[1, ,

n n

=δ τ  
j j

H T

e , (e )]

n n

n

φ φ− −
τ 包含了非圆信号的相角信息以及相

应的幅相误差参量。 

根据子空间正交原理，有 

 H

NC NC NC

( ) ( ) 0, 1,2, ,

n n

n N= =b ψ Π b ψ …  (12) 

其中， †

NC 2 NC NCM

= −Π I B B 为噪声子空间的正交投

影矩阵，其中，[ ]†· 表示矩阵的伪逆。将式(11)代入

式(12)中，有 

 H

( ) 0

n n n

θ =δ Q δ  (13) 

其中， 

 H

NC

( ) ( ) ( )

n n n

θ θ θ=Q α Π α  (14) 

由于矢量
n

≠δ 0，则与式(13)等价的条件是矩阵

( )

n

θQ 奇异或出现秩损现象。即有 

 [ ]( ) det ( ) 0

n n

D θ θ= =Q  (15) 



·156· 通  信  学  报 第 35 卷 

其中， [ ]det · 为方阵的行列式。因此对 N个信号源

的方位估计，就成为对代价函数 ( )D θ 搜索 N个极

小值点，即 

 argmin ( ), 1,2, ,

i

D i N

θ
θ θ
∧

= = …  (16) 

根据文献 0已有证明在利用非圆信号扩展数据
模型的协方差矩阵下，正交投影矩阵

NC

Π 可以分解

为 

 1 2

NC

* *

2 1

,

,

 
=  
 

Π Π

Π

Π Π

 (17) 

其中，
1

Π 为 Hermit 矩阵，
2

Π 为复对称矩阵。将

式(17)代入式(14)， ( )θQ 可以进一步分解为 

 11 12

21 22

( ), ( )

( )

( ), ( )

n n

n

n n

θ θ
θ

θ θ
 

=  
 

Q Q

Q

Q Q

 (18) 

其中， 

 

H

11 1

H *

12 2

T *

21 2

T * *

22 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n n

n n n

n n n

n n n

θ θ θ
θ θ θ
θ θ θ
θ θ θ

 =


=




=


 =


Q a Π a

Q a Π a

Q a Π a

Q a Π a

〓 〓

〓 〓

〓 〓

〓 〓

 (19) 

由于 [ ] [ ] 1

11 22 21 11 12

det det det

−
 = −
 

Q Q Q Q Q Q ，且

1

Π 不是未扩展数据模型的正交投影矩阵[17]，即对

于任意 ( 1,2, , )

n

n Nθ θ= = … 时，有 [ ]
11

det 0≠Q 。因

此，NC-ISM算法的代价函数可以转化为 

 1

22 21 11 12

( ) detD θ −
 = −
 

Q Q Q Q  (20) 

将式(20)代入式(16)，求出 N个信号的入射方

向后，根据式(13)得到 

 [ ]
min

ˆ

( )

n n

θ=δ e Q ，
min

(1) 1=e ， 1,2, ,n N= … (21) 

其中， [ ]
min

·e 表示最小特征值（这里即零特征值）

对应的特征矢量。继而对非圆信号相角及阵列误差

参数的估计为 

 

ˆ

ˆ

(2 : 1)

1,2, ,

arg ( 2)

n n

n

n

K

n N

Kφ
∧ ∧

 = +
 =  = − +   

τ δ

δ

…  (22)

 

根据上述思想，利用信号的非圆特性，NC-ISM

算法将信源方位和方位依赖的幅相误差进行了联

合且“去耦合”估计，即通过式(16)、式(20)、式(21)、

式(22)依次估计出信源方位、误差参数以及非圆相

角。需要说明的是：对于一般的 ISM算法，辅助阵

元个数需要满足 1P N+≥ 才能保证测向成功[7]，然

而利用以上的 NC-ISM 算法，辅助阵元个数只需

1 / 2P N+≥ 即可，几乎仅为一般 ISM 算法所需个

数的一半（在一致性分析中将给出相关证明）。 

3  NC-ISM 性能分析 

3.1  参数估计统计一致性分析 

由 NC-ISM 算法给出的估计量具有统计一致

性，下面将分别对方位参数、非圆相角参数以及幅

相误差参数估计的一致性进行分析证明。在此之前

需要给出两点假设，它们较 ISM算法的一致性假设

条件[7]放宽了要求，在实际中将更容易满足。 

假设 1  对于方位空间Θ中的任意 1N + 个方
位

0 1

, , ,

N

θ θ θ… ，向量组
1 0 1 1 1

( ), ( ), , ( )

N

θ θ θa a a

〓 〓 〓… 线性

独立，其中，
1

( )

n

θa

〓 形如
T

j

T T

1 1 1

( ) ( ),e ( )

n

n n n

φθ θ θ−
 =
 

a a a

〓 ，

即与辅助阵元有关的流型矢量无秩 N模糊。 

假设 1 在证明估计量一致性中起到了关键性作

用，与 ISM算法的一致性假设[7]不同的是，该假设仅

对流型矢量中关于辅助阵元的部分进行了限制。 

假设 2  辅助阵元个数需要满足 1 / 2P N+≥ 。 

假设 2是保证测向成功的必要条件，若辅助阵

元个数不满足 1 / 2P N+≥ ，即有 2 2P N＜ + 成立，

此时 2( 1) 2( 1)

( )

K K

Cθ + × +∈Q 的秩有（ ( )θQ 表达式见式

(14)）： 

 
[ ] { }rank ( ) min 2( 1),2

2 2( 1)

K M N

M N K

θ + −
= − ＜ +
≤Q

 
(23)

 

式(23)说明θ 取任意值， ( )θQ 都会出现秩损现

象，即代价函数 ( ) 0D θ = ，因而测向失败。 
3.1.1  信源方位估计统计一致性分析 

要证明信源方位参数估计的一致性，只要证明
在假设 1与假设 2的条件下， ( )θQ 秩损的充分必要

条件是θ 取值为真实方位角，即 ( 1,2, , )

n

n Nθ θ= = … 。

充分性在算法中已经给出，下面利用反证法证明必

要性。 
假设存在

0

( 1,2, , )

n

n Nθ θ≠ = … ，使
0

( )θQ 出现

秩损，那么根据矩阵论知识，一定存在非零矢量
0

δ

满足 

 H

0 0 0

( ) 0θ =δ Q δ  (24) 

将式(14)代入上式，即 

 H

0 0 NC 0 0

( ( ) ) ( ) 0θ θ =α δ Π α δ  (25) 

式(25)说明矢量
0 0

( )θα δ 也位于 ( )ty 的协方差
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矩阵 R的信号子空间中[1]，由子空间基与矢量的线

性表示关系，有 

{ }
0 0 NC 1 NC 2 NC

( ) span ( ), ( ), , ( )

N

θ ∈α δ b ψ b ψ b ψ…  (26) 

比较式(26)中所有矢量中的元素，若
0

δ 第一个

和第 2K + 个分量不为零，则有 

 { }
1 0 1 1 1 2 1

( ) span ( ), ( ), , ( )

N

θ θ θ θ∈a a a a

〓 〓 〓 〓…  (27) 

其中， {}span · 表示由向量组生成的线性子空间。式

(27)说明向量组
1 0 1 1 1

( ), ( ), , ( )

N

θ θ θa a a

〓 〓 〓… 线性相关，

与假设 1 矛盾；若
0

δ 第一个和第 2K + 个分量为零，

则由式(26)得到
1 1 1 2 1

( ), ( ), , ( )

N

θ θ θa a a

〓 〓 〓… 线性相关，

也与假设 1 矛盾。 

综上，必要性得证，继而证明了信源方位参数

估计的统计一致性。 
3.1.2  非圆相角及幅相误差参数估计统计一致性

分析 

要证明非圆相角及幅相误差参数估计的统计

一致性，只要证明在假设 1 与假设 2 的条件下，
( )

n

θQ 的零特征值对应的特征空间为一维子空间，

且对应的首一特征向量为
n

δ ，其中， 1,2, ,n N= … 。

根据算法原理，
n

δ 为 ( )

n

θQ 零特征值对应的首一特

征向量，下面利用反证法证明 ( )

n

θQ 的零特征值对

应的特征空间为一维。 

假设存在矢量η与
n

δ 无关，满足 H

( ) 0

n

θ =η Q η ，

即 H

NC

( ( ) ) ( ) 0

n n

θ θ =α η Π α η 。说明矢量 ( )

n

θα η也位于

( )ty 协方差矩阵 R的信号子空间中[1]，由子空间基

与矢量的线性表示关系，有 

{ }
NC 1 NC 2 NC

( ) span ( ), ( ), , ( )

n N

θ ∈α η b ψ b ψ b ψ…  (28) 

若η第一个和第 2K + 个分量不为 0，比较上式

中所有矢量中的元素，根据假设 1的条件，上式等

价于如下关系式 

 
NC

( ) ( ) ( )

n n n n

θ β β θ= =α η b ψ α δ  (29) 

即 

 
n

β=η δ  (30) 

上式说明矢量η与
n

δ 线性相关，与假设矛盾；

若 η第一个和第 2K + 个分量为零，则比较式(28)

中所有矢量中的元素，有
1 1 1 2 1

( ), ( ), , ( )

N

θ θ θa a a

〓 〓 〓… 线

性相关，这与假设 1 矛盾。 
综上， ( )

n

θQ 的零特征值对应的特征空间是一

维的且对应的首一特征向量为
n

δ ，继而非圆相角及

幅相误差参数估计的统计一致性得证。 
3.2  辅助阵元模型误差影响下的参数估计均方误差 

以上的算法描述假设流型矢量与误差模型精

确已知，而实际中会受到有限采样的影响与未预期

的模型误差的影响，文献[16]指出由模型误差引起

的测向误差大于由有限采样造成的测向误差。因此

接下来着重分析辅助阵元模型误差对 NC-ISM算法

的性能影响，并忽略有限采样的影响。 
3.2.1  辅助阵元模型误差影响下的数据模型 

考虑未预期的模型误差对 P个已校准的辅助

阵元的影响，式(3)中的阵列流型矢量变为 

 ˆ

( , ) ( , ) 1,2, ,

n n n n n

n Nθ θ= + =b τ b τ ξ …  (31) 

其中，
T

T

1

,

n n K× =
 

ξ ε 0 ， 1P

n

C

×∈ε 表示第 n个流型矢

量的辅助阵元模型误差，一般可以假设为复圆高斯

的[18]。根据式(9)，模型误差影响下非圆信号模型的

流型矢量写为 

  
NC NC

*

ˆ

( ) ( ) ,

e

n

n

n n

n

φ−

 
= +  

 

ξ

b ψ b ψ

ξ

1,2, ,n N= …  (32) 

此时，噪声子空间的正交投影矩阵变为 

 
NC 2

ˆ

M

= −Π I

NC

ˆ

B

†

NC

ˆ

B  (33) 

其中，
NC

∧
B 是辅助阵元模型误差影响下的流型矩

阵，由式(32)中的流型矢量构成。 
3.2.2  一阶误差分析参数估计均方误差 

基于 NC-ISM的测向原理，在辅助阵元模型误
差的影响下对 ( 1,2, , )

n

n N=ψ … 的估计等效于对下

式进行极小值搜索： 

 H

NC

( , ) ( )J =ψ ε b ψ

NC

ˆ

Π

NC

( )b ψ  (34) 

其中，
T

( )T ( )T ( )T ( )T ( )T ( )T

1 2 1 2

, , , , , , ,

r r r i i i

N N

 =
 

ε ε ε ε ε ε ε… … ，
( ) ( )

,

r i

n n

ε ε 分别表示
n

ε 的实部和虚部。 

由上式可以看出 ( , )J ψ ε 与模型误差之间呈非

线性关系且待估计参数较多，为了推导未知参量估

计偏差与模型误差之间的关系，这里考虑采用一阶

误差法分析。 

记 ( ) 1( ) 1( )

( , )

( , ) , { , , , , ,

x r i

J

J x

x

θ φ τ τ∂= ∈
∂
ψ ε

ψ ε … ( )

,

K rτ  

( )

}

K iτ ，其中， ( 1,2, , )

k

k Kτ = … 为矢量 τ 的第 k个元

素，表示第 k个阵元通道对于入射信号的幅相误差影
响，则有 
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 { }( ) H ( )

NC NC NC

ˆ

( , ) 2Re ( ) ( )

x x

J =ψ ε b ψ Π b ψ  (35) 

其中， ( )

NC

( )

x

b ψ 为
NC

( )b ψ 对 x 的一阶偏导数。将

( )

( , )

x

n

J

∧
ψ ε 在 ( , ) ( , )=ψ ε ψ 0 上对实参量进行一阶泰

勒级数展开如下，并省略无穷小量，为 

( )

( )

( ) ( ) ( , )

( , )

( , ) ( ) ( )

1

( , )

( ) ( )

1

( , ) ( , ) ( , )( )

( , )( ) ( , )( )

( , )( )

k r

k i

x x x

n

n n n n

K

x

x k r k r

n n n n n n

k

K

x

k i k i

n n n

k

J J J

J J

J

θ

τφ

τ

θ θ

φ φ τ τ

τ τ

∧ ∧

∧ ∧

=

∧

=

= + − +

− + − +

− +

∑

∑

ψ ε ψ 0 ψ 0

ψ 0 ψ 0

ψ 0

 

( )T ( ) ( )T ( )

1 2

1 1

( , ) ( , )

N N

x r x i

m n m m n m

m m= =

+
∑ ∑

f ψ 0 ε f ψ 0 ε  (36) 

其中， ( , )

( , )

x y

n

J ψ 0 表示 ( )

( , )

x

J ψ ε 对 { 1( ) 1( )

, , , , ,

r i

y θ φ τ τ∈ …  

}( ) ( )

,

K r K iτ τ 的一阶偏导数在( , )

n

ψ 0 上的取值； ( )

1

( ,

x

m n

f ψ  

)0 和 ( )

2

( , )

x

m n

f ψ 0 分别表示其关于 ( ) ( )

,

r i

m m

ε ε 的梯度矢

量。它们的表达式为 

{ }
{ }
{ }

( , ) ( )H ( )

NC NC NC

( ) (1) ( )

1 NC NC

( ) (2) ( )

2 NC NC

( , ) 2Re ( ) ( )

( , ) 2Re ( )

( , ) 2 Im ( )

x y x y

n n n

x x

m n n n mn

x x

m n n n mn

J

δ

δ

 =


 = −




= −




ψ 0 b ψ Π b ψ

f ψ 0 W Π b ψ

f ψ 0 W Π b ψ

 (37) 

其中， , 1,2, ,m n N= … , [ ]j

(1)

1, e ,

n

n M P M

φ
× = ⊗

 

W I 0 ，

j

(2)

1, e

n

n

φ
 = −
 

W [ ],

M P M×⊗ I 0 ，其中，⊗ 表示矩阵

的 Kronecker 乘积。
mn

δ 表示 delta 函数：若m n= ，

则 1

mn

δ = ；否则 0

mn

δ = 。 

式(37)的证明见附录。 

由 delta 函数定义，可知对任意 n m≠ 时，有下

等式成立： 

 ( ) ( )

1 2

( , ) ( , )

x x

m n m n

= =f ψ 0 f ψ 0 0  (38) 

又根据式(12)，有下式成立： 

 ( ) ( )

( , ) ( , ) 0

x x

nn

J J

∧
= =ψ ε ψ 0  (39) 

将式(38)、式(39)代入式(36)中，得到 

( ) ( )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

( , )( ) ( , )( )

( , )( ) ( , )( )

k r k i

x x

n n n n n n

K K

x x

k r k r k i k i

n n n n n n

k k

J J

J J

θ φ

τ τ

θ θ φ φ

τ τ τ τ

∧ ∧

∧ ∧

= =

− + − +

− + −
∑ ∑

ψ 0 ψ 0

ψ 0 ψ 0

( )T ( ) ( ) ( )

1 2

( ( , ) )( , )

x r x T i

m n m n nn

= − +f ε f ψ 0 εψ 0  (40) 

取 { }1( ) 1( ) ( ) ( )

, , , , , ,

r i K r K i

x θ φ τ τ τ τ∈ … 代入式(40)，

得到 2 2K + 个等式，则相应方程组的矩阵表达为 

 
T

( )T ( )T

,

r i

n n n n n

 ∆ = −
 

h ψ g ε ε  (41)  

其中，
n

h 是向量
n

ψ 关于 ( , )J ψ ε 的 Hessian 矩阵在

( , )

n

ψ 0 上的取值，根据柯西—施瓦兹不等式，易知

n

h 是 Hermit 矩阵且一般情况下是正定的(一定是半

正定的)，具体表达式为 

 { }H

NC

2Re

n n n

=h Γ Π Γ  (42) 

其中，         
1( ) 1( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

NC NC NC NC

( ) ( )

NC NC

( ), ( ), ( ), ( ), ,

( ), ( )

r i

K r K i

n n n n

n

n n

τ τθ φ

τ τ

 
 =
  

b ψ b ψ b ψ b ψ

Γ

b ψ b ψ

…
(43) 

 (1) (2)

,

n n n

 =
 

g g g  (44) 

其中， 
1( )

1( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

T

( )

( , ), ( , ),

( , ) , ( , ), , , 1,2

( , ) , ( , )

r

i K r

K i

np np np

np np

np

n n

p

n n n

n n

p

τθ φ

τ τ

τ

 
 
 = =
 
 
  

f f f

f f

f

ψ 0 ψ 0

g ψ 0 ψ 0

ψ 0 ψ 0

…  (45) 

从式(41)可以看出在一阶误差分析下，当模型

误差为零均值时，NC-ISM 算法的估计量为无偏估
计。对第 n个信源未知参量估计偏差

n

∆ψ 的二阶相

关矩阵为 

 T 1 T 1

E( )

n n

n n n n n n

− −= ∆ ∆ =
ψ ε

R ψ ψ h g R g h  (46) 

其中，
n

ε

R 为矢量
T

( )T ( )T

,

r i

n n

 

 

ε ε 的自相关矩阵，式(46)

说明在一阶误差分析下，对某一信源未知参量估计

性能的影响仅来源于它的流型矢量模型误差，和其

他流型矢量的模型误差无关，且这一性质不依赖模

型误差的分布，该性质与文献[19]中的结论相一致。 

定义 N 组未知参量的偏差矢量为 T

1

,

∆ = ∆


Ψ ψ  
T

T T

2

, ,

N

∆ ∆


ψ ψ… ，则由式(41)得到 

 1−∆ = −Ψ H Gε  (47) 

其中， [ ]
1 2

bdiag , , ,

N

=H h h h… ， (1) (2)

,

 =
 

G G G ，

其中， 

 ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

bdiag , , , , 1,2

p p p p

N

p

 = =
 

G g g g…  (48) 

于是得到估计偏差∆Ψ 的二阶相关矩阵为 

 T 1 T 1

E( )

− −= ∆ ∆ =
Ψ ε

R Ψ Ψ H GR G H  (49) 

其中， T

E( )=
ε

R εε 。 

综上，在辅助阵元模型误差影响下，NC-ISM
算法对单信源的参数估计均方误差由式(46)中

n

ψ

R

的对角元素给出，对多信源的参数估计均方误差由
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式(49)中
Ψ

R 的对角元素给出。需要指出：以上推导

同样适用于一般 ISM算法的理论性能分析，只需将

信号的流型矢量形式加以修改。 

4  数值仿真与结果分析 

为了验证本文提出的 NC-ISM算法的优越性，

该部分通过数值仿真分别针对同样情况下的 ISM

算法[6]与 NC-ISM 算法的估计性能进行对比。实验

采用均匀直线阵列，其中存在方位依赖幅相误差的
阵元有 6个 ( 6)K = ，辅助阵元放置在直线阵一端，

同样为均匀直线排列，相邻阵元间隔与波长比(孔径
大小)为 0.5 ( / 0.5)d λ = ，假设信号源为远场窄带的

BPSK信号（非圆）。阵元的排列位置以及远场信号

的入射方向如图 1所示，其中白色圆圈表示存在幅

相误差的阵元，黑色圆圈表示辅助阵元。 

 
图 1  均匀线阵与远场信号模型 

实验仿真的硬件环境是基于 Intel 酷睿 i3 双核

处理器，3.30 GHz主频，2.0 GB 内存，软件平台为

MatlabR2009a。实验分为 3 组，每组实验的蒙特卡

洛仿真次数均为 2 000 次。实验中，对于信源入射

角度的估计均方根误差以及幅相误差参数估计相

对误差的统计，采取如下方式 

( )( ) ( )2

2

2

2

2

1 1

1 1

ˆ

ˆ

, /

L L

k k

k k

L L

θε θ θ ε
= =

= − = −
∑ ∑

τ

τ τ τ (50) 

其中，L为实验次数， ( )
ˆ

kθ 、 ( )
ˆ

k

τ 分别表示第 k次仿

真的入射角度估计值与幅相误差矢量估计值，
2

· 为

矢量的
2

L 范数。 

4.1  有限采样影响下的实验仿真 

第一组实验中，假设辅助阵元个数为 3P = ，现

有 2个等功率的 BPSK信号（非圆相位分别为 / 3π 和

/ 4π ）分别从 35°与 75°方向同时入射，该组实验将

研究有限采样（快拍数为 500）对于算法的影响，并

假设噪声为高斯白噪声。为了体现本文算法对非圆

信号下的幅相误差自校正效果，首先分别在信噪比

为 10 dB、15 dB、20 dB下，对NC-ISM自校正算法

和MUSIC测向算法的空间谱图进行对比，结果如图

2 所示：NC-ISM 的空间谱峰值随着信噪比的增加而

增大，即信号越来越容易分辨，而MUSIC算法在该

幅相误差存在时已基本失效，不但谱峰值很弱且与真

实信号来向有较大的偏差，说明本文提出的 NC-ISM

算法可以有效地对方位依赖的幅相误差进行自校正。 

 
(a) 信噪比 10 dB 

 
(b) 信噪比 15 dB 

 
(c) 信噪比 20 dB 

图 2  有限采样影响下 NC-ISM与MUSIC空间谱对比 

接着，在相同辅助阵元个数，相同入射信号的

条件下，仿真 NC-ISM算法和 ISM算法对幅相误差

进行自校正，从而完成 2个非圆信号的测向过程。

表 1和表 2分别列出了 2种算法的方位估计均方根

误差、幅相误差参数估计相对误差随信噪比变化的
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结果，可以看出在有限采样的影响下，无论是对波

达方向的估计还是对幅相误差参数的估计，

NC-ISM算法的估计精度都高于一般的 ISM算法，

说明 NC-ISM算法对于噪声的抑制能力更强。而且

信噪比越低，NC-ISM 算法的估计性能优势更为明

显，对于信号 1，NC-ISM算法在 10 dB的信噪比下

测向精度能够达到 0.235°，较 ISM算法的 0.398°提

升了 41%；对于信号 2，NC-ISM算法在 10 dB的信

噪比下的测向精度能够达到 0.138°，较 ISM算法的

0.237°提升了 42%。该性能指标的提升直观地表现

出本文的改进算法较 ISM 算法在较低信噪比下具

有更强的顽健性。 

    表 1  NC-ISM算法及 ISM算法在有限采样影响下的 
       方位估计均方根误差随信噪比变化   单位：度  

信号 1 信号 2 
信噪比/dB 

NC-ISM ISM NC-ISM ISM 

10 0.235 0.398 0.138 0.237 

11 0.213 0.356 0.120 0.207 

12 0.189 0.316 0.110 0.185 

13 0.165 0.280 0.097 0.161 

14 0.147 0.251 0.088 0.148 

15 0.132 0.221 0.077 0.133 

16 0.116 0.195 0.069 0.117 

17 0.104 0.175 0.061 0.108 

18 0.095 0.158 0.055 0.094 

19 0.082 0.142 0.050 0.082 

20 0.074 0.124 0.044 0.072 

   表 2  NC-ISM算法及 ISM算法在有限采样影响下的 
    幅相误差参数估计相对误差随信噪比变化  单位：% 

信号 1 信号 2 
信噪比/dB 

NC-ISM ISM NC-ISM ISM 

10 3.690 5.714 10.08 18.32 

11 3.307 5.027 8.828 15.98 

12 2.980 4.481 7.972 14.25 

13 2.580 3.939 7.102 12.45 

14 2.308 3.587 6.324 11.28 

15 2.066 3.096 5.683 10.30 

16 1.846 2.767 4.974 9.027 

17 1.623 2.495 4.474 8.337 

18 1.477 2.232 3.971 7.234 

19 1.283 2.006 3.610 6.257 

20 1.160 1.740 3.267 5.563 

4.2  可分辨信源数的实验仿真 

第二组实验中，首先令辅助阵元个数为 3P = ，

现有非圆相位分别为 / 3π 和 / 4π 的 2个 BPSK信号

同时到达该阵列，入射角度为 35°和 75°。忽略有限

采样影响，在不同功率的辅助阵元模型误差影响
下，做出 NC-ISM算法的空间谱图，即 20lg ( )D θ− ，

如图 3(a)所示，ISM算法的空间谱图如图 4(a)所示，

此时两者的谱图均在信号来向上出现谱峰，即 2种

算法在此条件下都可以分辨出 2个信号源。然后，

增加 2个入射非圆信号（入射角度分别为 120°、135°，

非圆相角分别为 2 / 5π 、3 / 7π ），辅助阵元个数保持

不变，相应的谱图如图 3(b)和图 4(b)所示，对比两图， 

 
(a) 3个辅助阵元，2个信源情况 

 
(b) 3个辅助阵元，4个信源情况 

 
(c) 4个辅助阵元，6个信源情况 

图 3  模型误差影响下的 NC-ISM空间谱 
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(a) 3个辅助阵元，2个信源情况 

 
(b) 3个辅助阵元，4个信源情况 

 
(c) 4个辅助阵元，6个信源情况 
图 4 模型误差影响下 ISM空间谱 

可以看到 NC-ISM 空间谱在 4 个信源的入射角度处

有明显的谱峰出现，而此时 ISM空间谱已出现许多

杂峰，测向效果极差基本完全失效。当又增加 2 个

入射非圆信号（入射角度分别为 50°、150°，非圆相

角分别为 / 5π 、2 / 7π ）时，令辅助阵元个数为 4P = ，

2种算法的谱图如图3(c)与图4(c)所示，此时NC-ISM

算法仍能够完成对 6个非圆信号的测向，而 ISM算

法已经失效。此外，有限采样影响下的相应结果与

图 3、图 4相一致，在此不再给出。 

该组实验结果直观地说明了 NC-ISM算法相比

于一般 ISM算法对辅助阵元个数的要求更低，这是

由于 NC-ISM算法充分利用了非圆特性，相当于将

有效阵元数加倍，因此在相同的辅助阵元个数下增

加了可分辨的信源个数。该仿真结果与本文的假设

条件 2 吻合：一般的 ISM算法能分辨的最大信源数

为 1N P −≤ ，而 NC-ISM算法能分辨的最大信源数
为 2( 1)N P −≤ ，增加了一倍的数量。 

4.3  辅助阵元模型误差影响下的实验仿真 

本组实验假设辅助阵元个数为 3P = ，有 2 个

等功率 BPSK信号同时到达该阵列，辅助阵元模型

误差服从复圆高斯分布，即满足 2

2

/ 2

M

σ=
ε

R I ，其

中， 2σ 为模型误差功率。对 2 种算法在辅助阵元

模型误差影响下的估计性能进行对比，并比较实验

结果与本文推导的理论值，从而验证理论分析的有

效与否。 

首先，令信源的入射角度、非圆相角与第一组

保持相同，忽略有限采样的影响。在辅助阵元模型

误差功率为−40 dB ～ −30 dB 变化区间，统计 2个信

号的测向结果以及对幅相误差参数的估计结果。由

于 2个非圆信号源的估计结果相似，这里只将非圆

信号 1（入射角度为 35°，非圆相位为 / 3π ）的方位

估计以及幅相误差参数估计结果给出，如表 3和表

4所示。 

表3  NC-ISM算法及 ISM算法在辅助阵元模型误差影响下
的方位估计均方根误差随模型误差功率变化    单位：度 

实验值 理论值 
模型误差功率/dB 

NC-ISM ISM NC-ISM ISM 

−40 0.158 0.279 0.160 0.278 

−39 0.178 0.310 0.180 0.312 

−38 0.206 0.351 0.202 0.350 

−37 0.233 0.390 0.230 0.392 

−36 0.253 0.441 0.255 0.440 

−35 0.287 0.490 0.286 0.494 

−34 0.308 0.552 0.310 0.554 

−33 0.362 0.625 0.360 0.622 

−32 0.410 0.695 0.404 0.697 

−31 0.446 0.786 0.449 0.782 

−30 0.506 0.872 0.509 0.878 
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表 4  NC-ISM算法及 ISM算法在辅助阵元模型误差影响下
的幅相误差参数估计相对误差随模型误差功率变化   单位：% 

实验值 理论值 
模型误差功率/dB 

NC-ISM ISM NC-ISM ISM 

−40 2.360 3.873 2.361 3.826 

−39 2.645 4.300 2.650 4.293 

−38 2.979 4.937 2.973 4.817 

−37 3.416 5.385 3.336 5.405 

−36 3.743 6.089 3.743 6.064 

−35 4.207 6.768 4.199 6.804 

−34 4.535 7.589 4.712 7.635 

−33 5.310 8.676 5.286 8.566 

−32 6.002 9.796 5.932 9.612 

−31 6.665 11.22 6.655 10.78 

−30 7.353 12.01 7.467 12.10 
 

表 3和表 4中数据显示实验值与理论值拟合度

较高；两者的估计性能都是随模型误差功率的增大而

下降，这与常理吻合；而且在任何模型误差功率下，

NC-ISM算法的估计性能都比一般的 ISM算法估计性

能有所提升。在模型误差功率为−40 dB ～ −30 dB的

区间内，NC-ISM算法的测向精度均比 ISM算法提升

了 40%左右。当模型误差功率为−30 dB时，NC-ISM

算法的测向精度仍可以达到 0.506°，比 ISM算法约

小 0.37°；而且它对幅相误差参数的估计相对误差为

7.4%左右，但此时 ISM 算法的相对误差已高达

12%。 

其次，令第一个 BPSK信号源的入射角度仍为

35°，辅助阵元模型误差功率为−40 dB，分别对第

二个入射角度为 55°、65°、75°的情况进行仿真，

实验结果证明 NC-ISM 算法的估计性能只与非圆

相角差有关，和各个信号本身的相角没有直接关

系。图 5～图 8 给出了 2 种算法的估计结果随非圆

相角差的变化情况，图中 ISM 算法的估计误差随

角度差的增大而减小，与非圆相角无关；而 NC- 

ISM 算法对于非圆相角的敏感度与入射角度差有

关，入射角度差愈小，该算法的估计性能随着非圆

相角变化的愈加剧烈明显，这是由于当 2个非圆信

号的入射方向越接近时，非圆相角包含的相位信息

对估计结果的影响作用更大，因而由非圆相角差引

起的估计精度变化也就更加明显；无论在任何情况

下，NC-ISM算法的估计误差均小于 ISM算法的估

计误差，其估计误差的峰值也只是接近且小于 ISM

算法。 

 
图 5  模型误差影响下信号 1的方位估计随非圆相角差的变化 

 
图 6  模型误差影响下信号 2的方位估计随非圆相角差的变化 

 
图 7  模型误差影响下信号 1的幅相误差 

参数估计随非圆相角差的变化 

最后，固定第一个 BPSK信号源的入射角度

为 35°，辅助阵元模型误差功率仍为−40 dB，在非

圆相角差分别为 0.2π、0.4π、0.6π时，对估计性能

随两信号源的入射角度差的变化情况进行仿真，图

9～图 12依次给出了 2种算法相应的估计结果。显
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而易见，ISM算法性能不受非圆相角的影响，估计

精度随入射角度差的增加而有所提升；本文的 NC- 

ISM算法估计精度则不再只受到角度差的限制，其

估计误差会在某个特定入射角度差值附近增大，且

该特定的入射角度差会受到两信源的非圆相角差

的影响，这是因为由式(9)给出的非圆信号模型的

流型矢量可以看出，此时流型矢量的相位信息不仅

有方位信息，同时包含了非圆相角信息，因而测向

结果会受到入射角度差与非圆相角差的共同影响；

根据 NC-ISM算法这一特点，且由图 9～图 12 给出

的结果可以说明利用非圆相角的相位信息后，可

以一定程度上改善小角度差时的估计精度；此外，

无论入射角度差为多大，NC-ISM 算法的测向精

度以及对幅相误差参数的估计精度都优于一般的

ISM 算法，可见本文改进的算法在辅助阵元模型

误差的影响下，同样比一般的 ISM 算法具有更强

的顽健性。 

 
图 8  模型误差影响下信号 2的幅相误差 

参数估计随非圆相角差的变化 

 
图 9  模型误差影响下信号 1的方位估计随入射角度差的变化 

 
图 10  模型误差影响下信号 2的方位估计随入射角度差的变化 

 
图 11  模型误差影响下信号 1的幅相误差参数估计 

随入射角度差的变化 

 
图 12  模型误差影响下信号 2的幅相误差参数估计随入 

射角度差的变化 

以上3组实验结果图中不仅能够证明NC-ISM算

法较 ISM算法的性能优势，还可以发现：无论是随着

信噪比变化、模型误差功率变化，还是随着非圆相角

差、入射角度差的变化，NC-ISM算法与 ISM算法对

每个非圆信号的测向精度与其幅相误差参数估计精
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度的变化趋势都是一致的，这是由于该类算法是在无

需已知幅相误差参数的条件下估计信源方位，再基于

信源方位的估计对(预期)幅相误差进行校正。 

5  结束语 

基于辅助阵元的自校正算法——ISM(instrumental 

sensor method)可以实现信源方位和(预期)方位依赖

幅相误差参数的“去耦合”估计。该算法能够避免

多维搜索与迭代，但其估计精度与可分辨信源数受

限。本文根据 ISM算法的基本思想，结合非圆信号

具有椭圆协方差矩阵不为零的特征，提出了一种改

进的 ISM算法：NC-ISM算法，并证明了其参数估

计的统计一致性。考虑实际中未预期的辅助阵元模

型误差带来的影响，本文又采用一阶泰勒级数展开

的方式，理论推导了辅助阵元模型误差影响下该算

法对参数估计的均方误差表达式。 
通过实验仿真对比NC-ISM算法与 ISM算法在

有限采样影响下的估计性能，证明了 NC-ISM算法

较一般的 ISM 算法在低信噪比条件下具有更强的

顽健性；关于可分辨信源数的实验仿真验证了
NC-ISM 算法的最大可分辨信源数 2( 1)P − 是一般

的 ISM算法的两倍；最后对两种算法在辅助阵元模

型误差影响下的估计性能进行仿真，结果显示实验

值与理论值有较高的拟合度，从而验证了理论推导

的有效性，同时也更加体现出 NC-ISM算法性能的

优越性，无论是对波达方向参数的估计，还是对幅

相误差参数的估计都有更高的估计精度。 

附录  对式(37)的证明 

证明  由 
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后 2个等式证毕。 
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